2 Elemente der Darstellungstheorie von Lie-Algebren

2.1 Definitionen und Beispiele
2.1.1 Motivation

Lie-Algebren tragen ihren Namen nach dem norwegischen Mathematiker Sophus Lie (1842-1899), der die
von ihm betrachteten kontinuierlichen und diskreten Symmetrien zunéchst vor allem zur Untersuchung
partieller Differentialgleichungen verwendet hat. Um diese stetigen Transformationsgruppen (die heutigen
Lie-Gruppen) anzuwenden zu kénnen, linearisierte er die Transformationen und untersuchte die infinite-
simalen Erzeugenden. Die Verkniipfungseigenschaften der Lie-Gruppe kénnen durch Kommutatoren der
Erzeugenden ausgedriickt werden; die Kommutator-Algebra der Erzeugenden heifit heute Lie-Algebra.
Lie-Gruppen treten an vielen Stellen im Rahmen der modernen Physik auf. Neben der klassischen
Drehimpulsalgebra ist zum Beispiel die interne Eichgruppe des Standardmodells (SU(3) x SU(2) x
U(1)) das Produkt mehrerer Lie-Gruppen. Groflere Eichgruppen treten im Kontext verallgemeinerter
(hoherdimensionaler) Eichtheorien auf, mit denen man hofft, das Standardmodell mit der in ihm noch
nicht enthaltenen Gravitation in Einklang zu bringen.

In der Quantenmechanik ist man an Gruppen unitéirer Operatoren interessiert, die auf dem Vektorraum
der Quantenzustinde wirken. Aufgrund der Nichtkommutativitit der Operatoren sind diese Gruppen
Lie-Gruppen. Dabei liegt der Schwerpunkt auf stetig erzeugten Gruppen, also denen, deren Elemente

durch wiederholte infinitesimale Transformation erzeugt werden kénnnen.

2.1.2 Definitionen

Definition: Ein Kérper ist ein kommutativer unitéirer Ring (nicht der Nullring), bei dem jedes von
Null verschieden Element multiplikativ invertierbar ist.

Alternative Definition: FEin Kérper ist eine Menge von Objekten mit zwei bindren Verkniipfungen
(K, +,-), die die folgenden Eigenschaften erfiillen:

e Kommutativitdt und Assoziativitit, Existenz eines neutralen Elementes und des Inversen beziiglich
der Operationen (+) und (-).

e Links-Distributivitét: a - (b+¢) = a-b+ a - ¢ (Die Rechts-Distributivitét folgt aus den vorherigen
Bedingungen.)

e Existenz genau eines Elementes ohne Kehrwert (0) und eines Einselementes (1).

Definition: Eine Algebra a iiber einem Korper K ist ein k-Vektorraum mit einer k-bilinearen und

assoziativen Verkniipfung: a x a — a.

Definition: FEine Lie-Algebra ist ein Vektorraum g iiber einem Korper K zusammen mit einer bili-

nearen (2), antisymmetrischen (3) Verkniipfung, die die Jacobi-Identitéit (4) erfiillt:
[]raxg — g
(y) — [zy) (1)

Die Verkniipfung heifit Lie-Klammer. Im einzelnen bedeutet dies, dafl Va, b, c € g und Vo, 8 € K gilt:

[aa + Bb, ¢] = ala, c] + B[b, ] (2)
[av b] = _[b7 a] (3)
[a, [b, c]] + [e, [a,b]] + [b, [c,a]] = 0. (4)

Daraus folgt sofort: [a,a] =0 Va € g.



Definition: FEine Lie-Gruppe G ist eine glatte reelle oder komplexe Mannigfaltigkeit M, die zusétzlich
die Struktur einer Gruppe besitzt, wobei die Gruppenverkniipfung und die Inversion beliebig oft diffe-

renzierbar sein miissen.

Jedes Gruppenelement g € G bewirkt durch Multiplikation von links oder rechts eine invertierbare
Selbstabbildung der Gruppe
Ly:h—gh, Rg:hw— hg (5)

Hintereinander ausgefiihrt geniigen Ly und R,-1 derselben Gruppenverkniipfung wie die Gruppenele-
mente

Lg,0Lg =Lgyg, , Rg-10R(g)-1 = RBgpgy)-1- (6)

Die Linksmultiplikation vertauscht mit der Rechtsmultiplikation
Lg,0oRy =Ry, 0Lg,. (7)
Folglich geniigt auch die adjungierte Abbildung (genaue Definition spiter) Ady = Ly 0 Ry
Ad, : h+ ghg™! (8)

der Gruppenverkniipfung Adgy, Ad,, = Adg,y,.

Korollar: Die Lie-Algebra g ist unter der Lie-Klammer abgeschlossen und isomorph zum Tangential-

raum T, M am neutralen Element e von G.

Sei I" : s — k(s) in der Gruppe G eine Kurve, die fiir s = 0 das Einselement e durchlduft. Ihr
Tangentialvektor am Einselement ¢  heifit infinitesimale Transformation. Die Kurve wird durch Links-
multiplikation auf Kurven I'y, = LT : s — hk(s) abgebildet, die mit ihrer Ableitung nach s bei s = 0
an jedem Punkt h einen Tangentialvektor ¢), definieren. Das Vektorfeld §, das durch Linksmultiplikation
aus einem Vektor am Einselement entsteht, ist invariant unter Linksmultiplikation (linksinvariant). Denn
die durch Linksmultiplikation verschleppte Kurve L,I';, stimmt mit I'gj, {iberein.

Sind zwei Vektorfelder u und v linksinvariant, so ist auch ihr Kommutator linksinvariant, denn fiir jede
Transformation y — 3’ von Punkten der Mannigfaltigkeit ist der Kommutator der transformierten Vek-
torfelder v’ und v" das Transformierte des Kommutators der urspriinglichen Vektorfelder [v/, v'] = ([u, v])".
Also bilden die linksinvarianten Vektorfelder eine Liealgebra.

Die linksinvarianten Vektorfelder bilden einen Vektorraum mit derselben Dimension dim(G) wie die Grup-
pe G, denn durch das Einselement gibt es dim(G) Kurven I' mit linear unabhéngigen Tangentialvektoren
und zugehorigen linksinvarianten Vektorfeldern und umgekehrt ist ein Vektorfeld auf der ganzen Gruppe
durch die geforderte Linksinvarianz festgelegt, wenn es an einem Punkt gewéhlt ist.

Ist diese Dimenson endlich, so ist die unterliegende Mannigfaltigkeit automatisch analytisch und die

Gruppenmultiplikation und Inversion sind analytische Funktionen.

Korollar: Die Vektorfelder auf einer glatten Mannigfaltigkeit M bilden zusammen mit der Lie-Klammer
eine (unendlich-dimensionale) Lie-Algebra g. Die zur Lie-Gruppe G gehorende Lie-Algebra g besteht aus

dem Unterraum der linksinvarianten Vektorfelder auf G.
Beispiel: Der Vektorraum R? ist mit der Vektoraddition als Gruppenoperation eine Lie-Gruppe. Die
Vektorfelder auf dem R? bilden zusammen mit dem Kreuzprodukt als bilinearer Verkniipfung eine Lie-

Algebra.

Notation: Lie-Gruppen: SO(n), SU(n), GL(n,R), Lie-Algebren: so(n), su(n), gl(n,R)



Korollar: Die Elemente der Lie-Algebra g sind die Erzeuger der Gruppe G. Die Relation ist wie folgt:
f: 9 = G
fr g = expg (9)

Im folgenden sollen nur stetige Gruppen betrachtet werden. Das sind diejenigen Gruppen, fiir die sich
jedes Element aus Hintereinanderausfithrung infinitesimaler Transformationen erzeugen laft. Eine infini-

tesimale Transformation ist hierbei durch
gl@)=1+a, +0(?%), gcg (10)

gegeben.

Definition: Eine Darstellung D einer Lie-Algebra g ist ein Homomorphismus von g in die Automor-
phismengruppe Aut(WW) eines Vektorraumes W.

g+~ D(g) mit D(g) e W, g€ g (11)

Die Gruppenverkniipfung in g entspricht der Hintereinanderausfiithrung von Automorphismen in W:
D(gh) = D(9)D(h) Vg,h € g.

Definition: Eine Darstellung D heifit irreduzibel, wenn es keine nichttrivialen Unterdarstellungen
gibt. Das ist analog zu folgender Aussage: eine Darstellung heif3t irreduzibel, wenn es keinen invarianten

nichttrivialen Unterraum zum Vektorraum V', auf den die Darstellung wirkt, gibt.

Satz: Schurs Lemma: Gilt fiir eine irreduzible Darstellung D, die auf den Vektorraum V wirkt, und
und ein lineare Selbstabbildung A : V' — V| die einen Eigenvektor besitzt, dal D(g) A = AD(g), so ist
A= )1

Jede lineare Selbstabbildung eines endlichdimensionalen, komplexen Vektorraumes und alle reellen sym-

metrischen Matrizen besitzen einen Eigenvektor.

2.1.3 Eigenschaften von Lie-Algebren

Im folgenden werden sowohl Elemente der Lie-Algebra verwendet, als auch (spiiter) Darstellungen dieser
Elemente. Elemente der Algebra werden mit kleinen lateinischen Buchstaben bezeichnet, wihrend die

Darstellungen der Elemente mit den entsprechenden lateinischen Grof3buchstaben gekennzeichnet werden.

Definition: Seien ¢ ...t, die Basiselemente der Lie-Algebra g. Der Kommutator je zweier dieser Ba-

siselemente kann (natiirlich) wieder als Linearkombination der Basiselemente geschrieben werden:

[tm tb] = fabctc' (12)

Dabei heiflen die f,; Strukturkonstanten der Lie-Algebra. Da fiir die Basiselemente die Jacobi-Identitét
(4) gilt, ergibt sich fiir die Strukturkonstanten:

fab Fre™ 4 foe fra™ + Fod " =0 (13)

Definition: Sei g die Lie-Algebra der Lie-Gruppe G. Dann gilt:
e gist abelsch & f,f =0
e h) C g ist eine Unteralgebra, wenn [h,h'] € Vh, h' €h

e h) C g ist eine tnvariante Unteralgebra, wenn [g,h] €h Vh € hund Vg € g

g ist einfach, wenn die einzigen invarianten Unteralgebren 0 und g sind.

g ist halbeinfach, wenn es keine invariante abelsche Unteralgebra gibt.



Korollar: Alle halbeinfachen Lie-Algebren konnen aus einfachen Lie-Algebren zusammengesetzt wer-

den.

2.1.4 Adjungierte Darstellung

Fiir jede Lie-Algebra existiert eine Matrixdarstellung. Diese Matrizen wirken auf einen Vektorraum V
(zum Beispiel die Matrizen aus SO(3) auf die Drehimpulsvektoren). Die Elemente des Vektorraumes V/
konnen Vektoren aus R™ oder andere hohere Tensoren sein, zum Beispiel quadratische n x n-Matrizen
aus R".

Diejenige Darstellung von g, die auf die Lie-Algebra selbst wirkt, nennt man die adjungierte Darstel-
lung.

Zunichst 148t sich die Adjunktion beziiglich der Gruppenverkniipfung [-,-] aber ohne jegliches Wissen

iiber eine Darstellung definieren:

Definition: Die natiirliche Wirkung der Lie-Algebra g auf den Vektorraum g definiert eine Abbildung:

ad: gxg — ¢
(a,b) +—— ad,(b) = [a,b]. (14)

Diese Abbildung heifit die Adjunktion. Jedem Element y aus der Lie-Algebra g ist somit eine lineare
Abbildung ad, zugeordnet:
y — ad,. (15)

Dafl ad eine Darstellung ist, ld8t sich leicht zeigen. Seien (beispielsweise, die anderen Behauptungen

lassen sich genauso einfach zeigen) w,z,y € g:

jad,.ad,)(w) = ad,(ad,(w)) - ad,(ad,(w))
= ad,([y.u]) - ad, ([, v])
= fo [y ol - I [, wl] = (o [y, wl) + [y, fw, ]
= [ y]) = [l ), 0] = adyy, ) (w) (16)

Als Beispiel soll nun die adjungierte Darstellung der Erzeuger von SO(3) berechnet werden. Dabei muf}
die Lie-Algebra iiber C definiert sein, damit die komplexen Kombinationen ¢4 = t, +it, gebildet werden
konnen. Die Vertauschungsrelationen der Generatoren ¢, ,t_ sind durch die folgende Tabelle gegeben:

Gesucht ist also eine Darstellung der Generatoren in einer Basis, die aus t4,t_,t, besteht. Damit ergibt

sich zum Beispiel fiir die zweite Spalte der adjungierte Darstellung von ¢ :

0
[ty,t_]=0-t4 +0-t_+2-t, — |0 |. (17)
2



Die gesamte Darstellung ist dann durch

0 0 -1
adt+(~) = [t+,'] = 0 0 O B (18)
0 2 0
0 0 1
ad;_(1)=[t_,] = 0 0 0 und (19)
-2 0 0
1 0 O
ad; (1) =[t.,"] = 0 -1 0 (20)
0O 0 0
gegeben.
Korollar: Durch
g-ti-g " =t;D(g) (21)

wird ebenfalls die adjungierte Darstellung der Gruppe G definiert.

2.1.5 Killing-Form

Definition: Sei g eine Lie-Algebra und seien weiterhin a,b € g. Dann ist die Killing-Form als
Tr(ad,, adp) (22)

definiert. Im allgemeinen ist die Killing-Form nicht positiv definit und deswegen kein Skalarprodukt.
Fiir halbeinfache Lie-Algebren jedoch ist sie positiv definit und ist somit ein Skalarprodukt. Wegen der
zyklischen Eigenschaft der Spur ist die Killing-Form symmetrisch:

Yij = Tre(D(t:), D(t5)) = Vji- (23)
In der adjungierten Darstellung ist v ein invarianter symmetrischer Tensor.

1

Satz: g ist genau dann halbeinfach, wenn det~y # 0 (~ v~ existiert und vikvkj = 52).

Korollar: Indizes der Strukturkonstanten kénnen mit Hilfe von v gehoben und gesenkt werden.

2.1.6 Cartan Unteralgebra

Definition: Die Cartan-Unteralgebra b einer halbeinfachen Lie-Algebra g ist die maximale abelsche
Unteralgebra, die ein regulires! Element enthilt.

Damit ist h = span(h'...h")g mit 7 € N. Alle h? sind linear unabhiingige Vektoren in h (und damit in
g) und [RY, W] =0V i,k =1,...,r. Man wihlt die Cartan-Unteralgebra meistens so, da§ Tr(h;h;) = &;;.

Wihlt man ein Element g aus g und transformiert alle Elemente der Cartan-Unteralgebra gemé&f

ghig™", ghag™', ..., gheg™ ", (24)

so erhélt man erneut eine Cartan-Unteralgebra. Fiir kompakte Gruppen sind alle moglichen Cartan-

Unteralgebren isomorph und haben die gleiche Dimension.

1Fiir generische Elemente h € g hat der Kern von adj, die Kommutante von h, die minimale Dimension 7; solche
Elemente heilen reguldr. Es kann spezielle (nichtregulire) Elemente geben, fiir die dim ker ady, > .



Definition: Die Dimension der Cartan-Unteralgebra gibt den Rang der Gruppe an:

dim b = rank g = r. (25)

Als Beispiel soll hier die die Gruppe SU(3) mit der dazugehorigen Lie-Algebra betrachtet werden. Die
hier verwendete Darstellung ist die sogenannte Gell-Mann-Darstellung. Die Generatoren ergeben sich

aus T, = %)\a und sind mittels Tr(7,T}) = %(le normiert:

010 0 — 0 1 0 0 0 01
AM=|[1 0 0], X=[i 0 0], A3=[0 -1 0], M=]|0 0 0],
0 00 0 0 O 0 0 O 100
0 0 — 0 0 00 0 1 1 0 O
Ad=|0 0 0], X=[0 0 1], A=|[0 0 —i], s ﬁ 1 0 (26)
1 0 0 0 1 0 ¢« O 0 0 -2

Eine Cartan-Unteralgebra besteht offensichtlich aus den diagonalen Generatoren T3 und Ty, die mit
keinem der anderen Generatoren vertauschen. Die Dimension der Cartan-Unteralgebra ist somit 2, es
handelt sich bei der SU(3) also um ein Gruppe mit Rang 2.

2.2 Wurzeln und Gewichte
2.2.1 Wurzeln
Man betrachte nun die Einschrinkung der Adjunktion auf die Cartan-Unteralgebra b:
ad: hxg — g
(h,g) +— adn(g) = [h,g]. (27)

Fiir jedes h € h kann man nun nach den Eigenvektoren e, der Abbildung ad;, suchen. Jedes h kann als

Linearkombination der kommutierenden Basiselemente h', ..., h" geschrieben werden:
T
h=>Yah', (28)
i=1

wobei ai,...,a, € K. Weil die Elemente h’ der Cartan-Unteralgebra untereinander kommutieren und
die Adjungierung eine lineare Operation ist, kommutieren auch die durch h* induzierten Abbildungen
adj,:. Daraus folgt aber, dafl die gesuchten Eigenvektoren e, Eigenvektoren aller durch ein Element aus

b induzierten adjungierten Abbildungen sind.

Korollar: Fiir einen gegebenen Eigenvektor e, € g der Abbildung ad; und fiir jedes h € h sind die
Eigenwerte durch
a:h — K
adn(en) = a(h)eq (29)
gegeben. Die a(h) sind Vektoren in h*, dem zu h dualen Raum, dem Raum der lineare Funktionale auf .
Die Elemente der Cartan-Unteralgebra, h',...,h", werden durch das Bilden komplexer Kombinationen

der Generatoren der Gruppe zu einer Basis vervollstindigt. Die Kombinationen w#hlt man so, daf die

entstehenden restlichen Basiselemente gerade die Eigenvektoren e, sind:
[R',e*] = a’e™ fiir 1 <i<r. (30)

Der reelle, nichttriviale r-dimensionale Eigenvektor « heifit Wurzel und e® ist der dazugehorige Leiter-

operator. Fiir die Wurzeln « gilt (ohne Beweis):



e Fiir jede Wurzel « gibt es (bis auf skalare Multiplikation) genau einen Aufsteiger E<.
e Die einzigen Vielfachen einer Wurzel «, die wiederum eine Wurzel sind, sind +a.

e Den Absteiger, also den zu —a gehoérigen Operator, erhélt man durch hermitesche Konjugation
beziiglich der durch die Killing-Form definierten Metrik aus Gleichung (30):

e =0t (31)

Die Anzahl der Wurzeln ergibt sich aus der Dimension der Lie-Algebra abziiglich des Ranges der Lie-
Gruppe:
# der Wurzeln = dim g — rank g. (32)

Welche Wurzeln ergeben sich aus der Gell-Mann-Darstellung (26)? Es gilt:

A3, A1 £idg] = £2(\; £i)g)

e, A1 £idg] = 0

A3, A £ids] = £(Ag £ iXs)

Aes da £iXs] = £V3(Agids)

[)\3, )\6 + 7)\7] = :F()\G + Z)\7)

Ass de £id7] = £V3(\s £i)7). (33)

Daraus ergeben sich

) Co) (o) () () (o)

als Wurzeln der Gell-Mann-Darstellung. Tragt man die Wurzeln in ein Diagramm ein, so erhélt man das
folgende Bild:

Betrachte nun den Kommutator zweier Leiteroperatoren:

[hiv [eav eﬁﬂ = (O‘i + ﬂi)[eaﬂ eﬁ] (35)
[e*,e’] = e(a,B)e P, wenn a + 3 eine Wurzel ist
= 2q;-h'/a?, wenn a = —f
= 0 sonst (36)



Die Basis, die sich aus dieser Wahl der Elemente A’ und e® mit der genannten Normierung ergibt, heifit
Cartan- Weyl-Basis.

Betrachtet man die Elemente e®, e~® und « - h, so erinnert die Struktur stark an die durch SO(3)
induzierte Algebra (¢,, t4, t—). Es gilt:

[ - h,eT] = £aete. (37)

Aus der Theorie des Drehimpulses ist bekannt, dal der Operator 2¢, in unitdren Darstellungen nur
ganzzahlige Eigenwerte haben kann. (Dies wird zum Beispiel in Cahn, Semi-Simple Lie Algebras and
Their Representations, Kapitel I, gezeigt.). Die Operatoren ¢4 und ¢_ koénnen mit den Aufsteigern und

o

Absteigern e® und e~ ® identifiziert werden. In diesem Sinne definiert man einen Operator (was die

Normierung in (36) erklért)
a-h

der ganzzahlige Eigenwerte besitzt und

[h*, €] = +2e%2 (39)
erfiillt. Weiterhin gilt dann:

[he,ef] = 2%& (40)

Das hier verwendete Skalarprodukt zwischen den Wurzeln « und § ist mittels « - 8 = Tr(adpe,adys)
iiber die Killingform definiert.?
Sei |u) ein Eigenzustand des Operators h* mit ganzzahligem Eigenwert m. Dann gilt:

el = (mo+ 2250 ) (41)

Somit ist e’|u) wieder ein Eigenzustand von h® mit dem Eigenwert (m+ 2%) - dieser muf} aber

wiederum ganzzahlig sein. Daraus ergibt sich das zentrale Resultat:

p-a

o

2

€Z. (42)

Korollar: Gleichung (42) macht eine Aussage iiber die Winkel zwischen zwei Wurzeln. Aus der Schwartz-

schen Ungleichung

a-B=|laff-|8]|cos? < ||l - [|A]| (43)
folgt: )
4 . 60;20[ ﬂb;za = 4(22'56) =4cos? 9 < 4. (44)

Folgende Kombinationen sind daher méglich:

N

2‘2—'25 2%5 4 (52%); % cos¥(a, B)

0 0 0 0 z
+1 | +1 1 1 +1 +I,+Z
+1 | £2 2 2 +5 +Z, 4+38
+1 | +3 3 3 £¥3 | pm 40T
+2 | 2 4 1
+1 | +4 4 4

Die beiden letzten Zeilen geben keine giiltigen Kombinationen an, da die beiden Wurzeln zueinander
parallel sind. Uberdies gilt in der letzten Zeile v = 213.

?Das so definierte Skalarprodukt ist identisch mit dem herkémmlichen Skalarprodukt zwischen Wurzelvektoren im weiter
unten definierten Wurzelraum.



2.2.2 Weyl-Reflektion und Weyl-Gruppe

Sei EFt™me m € 7 ein Leiteroperator. Aus der Existenz eines su(2) Multiplets sowohl fiir E als auch
fiir EP folgt

a- 0 a-f
fiir einen ganzzahligen Wert von m. Daraus folgt, dafl
o -
ﬂ—|—ma=ﬂ—2( af)-azaa(ﬂ) (46)

wiederum eine Wurzel ist.

Definition: Sei ® = span{a, 3, ...} der Raum der Wurzeln mit der Dimension rank g. Die Abbildung
c: dxd — P

Fio(@B) o oa®)=p-22P)

a2

(47)

heifit Weyl-Reflektion. Die Gesamtheit dieser Reflektionen an Hyperebenen im Wurzelraum, die normal
zu den Wurzeln sind, erzeugt die endliche Weyl-Gruppe, eine Untergruppe der Permutationsgruppe:
W(g) C Sa—r-

Die Wurzeln der Gruppe SU(3) verhalten sich unter Reflektionen an den zu Wurzel 1 und Wurzel 2
gehorigen Halbebenen wie folgt:

Definition: Im Raum der Wurzeln ¢ kann eine Basis so gewédhlt werden, daf fiir alle a € ¢ gilt:

o= mag, (15)
=1

wobei n; € Z und entweder n; > 0 Vi oder n; < 0 Vi. Im ersten Falle heifit « eine positive Wurzel
(Bezeichnung: o > 0), withrend sie im zweiten negativ (« < 0) genannt wird. Diese Basis heifit eine Basis
von einfachen Wurzeln. Eine Anwendung der Weyl-Gruppe auf eine Basis einfacher Wurzeln erzeugt

eine ebensolche.

2.2.3 Cartan-Matrix und Dynkin-Diagramme

Definition: Die ganzzahligen Skalarprodukte
2 )
“G)

bilden eine durch die Lie-Algebra g vollstindig bestimmte r x r-Matrix, die Cartan-Matriz heifit.

Kij:2 1§Z,j§’/‘ (49)

Korollar: Es gilt:

1
Kinji = (2 COS 192‘]‘)2, so dafl cos 192‘]‘ = —5 KzKﬂ (50)
Weiterhin gilt
ol K.
2= (51)
“0) gt



Definition: Ein Dynkin-Diagramm kodiert die in der Cartan-Matrix enthaltene Information gra-

phisch. Es wird auf die folgende Art und Weise erzeugt:
e fiir jede einfache Wurzel wird ein Punkt gezeichnet
e die Punkte werden durch n;; = K;;K}; Linien verbunden.

e wenn 7;; > 1, so wird ein Pfeil von 4 nach j hinzugefiigt, falls oz(zi) > afj).

KLASSISCHE LIE-ALGEBREN

o——o—o0 o——o—o0 su(r+1) A,
1 2 3 r—1 r
o———o0o—o o——o=—=0 s0(2r+1) B,
1 2 3 r—1 r
o———o0—o0 o——o=%(=0 5p(27‘) C,
1 2 3 r—1 7
r—1

o——o——o - s0(2r) D,
1 2 3

r—2 r

EXZEPTIONELLE LIE-ALGEBREN

T A

7
| 5

8
| 2
O O
1 2 3 4 5 6 7
Fy
O—O%=O—O
1 2 3 4
Go
1 2
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Anhand der Diagramme sieht man die folgenden Identitéiten sofort:
o A = By n su(2) =so0(3)
o By =Cy nso(h) =sp(4)
e A3 = D3 ~ 50(6) = su(4)

e Dy =A1® A1 ~so(4d) =s0(3) Dso(3).

2.2.4 Gewichte

Definition: Sei D eine endlichdimensionale Darstellung der Lie-Algebra g mit D(h) = H und D(e) = E,
in der die Elemente der Cartan-Unteralgebra, H*,1 < i < r diagonal sind. Dann wird der r-dimensionale
Vektor |u), der durch

H'|p) = ' |w) (52)

gegeben ist, ein Gewichtsvektor zum Gewicht p genannt.
Betrachte nun

H'E®|p) = [H', B®]|p) + E“H'|p) = o' E®|u) + p' B |p) = (0" + ') E*|p). (53)
Daraus folgt, dafl entweder E%|u) = 0 oder aber (1 + «) ein Gewicht ist.

Satz: Sei |u) ein Gewichtsvektor zum Gewicht . Wenn E%|u) # 0, dann ist E*|u) ebenfalls ein Ge-
wichtsvektor, und zwar zum Gewicht (u + «). Dies unterstreicht die Bezeichnung der E* und E~% als

Leiteroperatoren.

Definition: Ein Zustand |\) heifit Zustand des hdchsten Gewichtes, wenn A ein Gewicht ist, aber

A + o fiir Voo > 0 nicht.

Alternative Definition: Sei p die halbe Summe aller positiven Wurzeln, d.h. p = % > «a. Dann ist die
a>0
Héhe eines Gewichtes durch h(u) = p - p gegeben. Ein Gewicht A ist genau dann ein héchstes Gewicht,

wenn h(\) maximal ist.

Satz: (ohne Beweis) Das hochste Gewicht A ist (bis auf einen skalaren Faktor) eindeutig, wenn die

Darstellung irreduzibel ist.
Korollar: Wurzeln sind die Gewichte der adjungierten Darstellung.

Korollar: Die Gewichte einer Darstellung treten in Reihen p + pa, ..., u, ..., u — ma auf. Dabei be-
zeichnet p+pa das hochste Gewicht, wihrend g —ma das niedrigste Gewicht ist (fiir & > 0). Die Differenz
m — p kann wie folgt bestimmt werden:

e’
m—p:2'ua2 . (54)

Sei nun die Anzahl der Gewichte, p + m + 1, ungerade. Dann gibt es ein zentrales Gewicht ug fiir das
o -« =0 und p = m. Man kann zeigen, dafl die Gewichte innerhalb der Wurzelreihe untereinander iiber
die folgende Symmetrie verkniipft sind (das gilt natiirlich auch fiir gerade Anzahlen von Elementen in
der Reihe):

K-
nw—p—2 PO

(55)

Daraus folgt aus dem Vergleich mit (47):
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Korollar: Die Gewichte einer Darstellung permutieren unter der Weyl-Gruppe W (g). Speziell gilt:
oa(lt) = p — 2(0;%2@ -« ist wieder ein Gewicht. (56)

Weiterhin gilt dann:

Korollar:

Q(O‘a' Wy, (57)

2.2.5 Waurzel- und Gewichtsgitter

Definition: Das Wurzelgitter einer Lie-Gruppe G ist durch ganzzahlige Linearkombinationen der

einfachen Wurzeln gegeben:
Ar(g) = {Z niQ iy, n; € Z} ~ (58)

Die Menge der einfachen Wurzeln ist eine Basis des Wurzelgitters.

Definition: Die zur Basis der einfachen Wurzeln reziproke Basis, die fundamentalen Gewichte \(;,

bilden eine Basis fiir das Gewichtsgitter Ay . Jeder Punkt des Gewichtsgitters kann also als
A= Z niAG) (59)
dargestellt werden.
Korollar: Aus (42) und (57) folgt, dafl Ar(g) C Aw(g). Jede Wurzel ist also ein Gewicht.
Korollar: Das Zentrum einer Gruppe ist wird mittels
Z(G) ={zlzg = gz Vg € G} (60)

definiert. Fiir eine einfach zusammenhingende Lie-Gruppe G mit Lie-Algebra g ergibt sich das Zentrum

als Quotient aus Gewichts- und Wurzelgitter:

= Z(G). (61)

2.3 Tensordarstellungen und Untergruppenzerlegung

Die Definition des Begriffes ,,Darstellung” findet sich in (11). Der Vektorraum V' auf den eine Darstellung
D(g) wirkt, heit Darstellungsraum und man sagt, daf der Darstellungsraum die Darstellung trdgt.
Gewohnlich werden irreduzible Darstellungen entweder durch die Angabe der Dimension des Darstel-
lungsraumes, oder aber, bei Tensordarstellungen, durch Angabe der Anzahlen der symmetrischen und
antisymmetrischen Indizes der Elemente aus V' gekennzeichnet.

Sollen sich zum Beispiel Elemente aus C* unter der Gruppe SU(3) transformieren, so miissen die Gene-
ratoren als 3 x 3-Matrizen dargestellt werden. Diese fundamentale (s.u.) Darstellung der SU(3) hat die
Dimension 3, denn es gibt genau drei linear unabhingige Elemente in C3. Ein Vektor aus C? hat einen
Index. Diese Darstellung wird mit 3 bezeichnet. Allerdings gibt es fiir SU(3) noch eine weitere dreidimen-
sionale Darstellung, die ebenfalls auf Elemente aus C* wirkt. Diese heifit antifundamentale Darstellung
und wird mit 3 bezeichnet.

Die adjungierte Darstellung der SU(3) wirkt auf den Raum der Lie-Algebra g selbst, also einen 8-
dimensionalen Vektorraum und wird daher mit 8 bezeichnet. Die Generatoren in der adjungierten Darstel-
lung sind deshalb 8 x 8-Matrizen. Die Anzahl der unabhéngigen Elemente eines spurfreien Rang-2-Tensors
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in N Dimensionen ist durch N? — 1 gegeben; dies liefert fiir N = 3 natiirlich auch die richtige Anzahl.
Indizes an Objekten des Darstellungsraumes, die sich unter der fundamentalen bzw. antifundamentalen
Darstellung transformieren, werden unten bzw. oben notiert. So schreibt man fiir Elemente aus C2, die
sich unter 3 transformieren, v, wihrend diejenigen, die sich unter 3 transformieren, mit v* notiert wer-
den. Mit Hilfe des N-dimensionalen total antisymmetrischen Tensors lassen sich n obere Indizes in N —n
untere umwandeln. Die Objekte, auf die die adjungierte Darstellung wirkt, haben die Struktur v,” (vgl.
Gleichung (74) weiter unten.). In N = 3 Dimensionen gilt dann v, =" vup0.

In Polchinskis und Zees Biichern wird oftmals noch eine weitere Kennzeichnung fiir Darstellungen ver-
wendet. Sie bezieht sich ausschliellich auf untere Indizes: eine total antisymmetrische Tensordarstellung
mit n unteren Indizes wird mit [n] bezeichnet, wihrend eine symmetrische, spurfreie Darstellung mit n
(unteren) Indizes die Bezeichnung {n} erhilt. Diese Art der Kennzeichnung hat Grenzen: die adjungierte
Darstellung der SU(3) mit unteren Indizes, v, ist weder total antisymmetrisch noch spurfrei symme-
trisch in ihren drei Tensorindizes, damit 148t sie sich auch nicht in der eben beschriebenen Art und Weise
darstellen. Weiterhin ist die Angabe der Dimension des Darstellungsraumes nicht eindeutig (es gibt zwei
dreidimensionale Darstellungen der SU(3), 3 und 3). Der Ausweg ist der folgende:

Satz: Darstellungen sind eindeutig durch die Angabe ihres hochsten Gewichtes gekennzeichnet.

Die hochsten Gewichte kénnen mit den sogenannten Dynkin-Labels (oder Dynkin-Koeffizienten) aus-

gedriickt werden:

Definition: Seien ay),...,q(, eine Basis einfacher Wurzeln und A das hochste Gewicht einer irredu-

ziblen Darstellung. Dann wird A eindeutig durch die Angabe der nichtnegativen ganzen Zahlen
A ag
A =22 00 (62)
)

spezifiziert.

Korollar: Eine Darstellung heifit fundamental, wenn fiir genau ein ¢ gilt A; =1 und A; =0 Vj # 4.
Dieser Formalismus, das Ausrechnen der Gewichte und das Bestimmen der Dimension einer Darstellung

soll im Folgenden am Beispiel der Darstellungen von SU(3) geschehen.

2.3.1 fundamentale Darstellungen von SU(3)

Um die Rechnungen in diesem Abschnitt {ibersichtlich zu halten, sollen zukiinftig die folgenden normierten

einfachen Wurzeln verwendet werden:
1 V3 1 -3
Q) = (2, 2) y  Q2) = (27 Il > und a3y = (1,0). (63)

Dies hat den Vorteil, daf in allen Gleichungen a? = 1 gilt und somit das Teilen durch den Betrag der

Wurzel (wie in 2%) entfallen kann. Diese Wurzeln sind Eigenfunktionale zu der in Gleichung (26)

gegebenen Gell—Manln—DarsteHung. Da die fundamentalen Gewichte dual zu den einfachen Wurzeln sind,

ergeben sie sich aus

2y oy =1, 2p0) -2y =0
2u() -y =0, 2p(9) @) =1 (64)

zu

= (sate): 5= (he)
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Zunichst soll die Darstellung betrachtet werden, die durch das Gewicht ju(;) definiert wird (j(1) ist gerade

ein hochstes Gewicht). Dies ist eine fundamentale Darstellung. Der zu ;) gehorige Vektor ergibt sich

mit:
1 0 O
1 1 1
sAslpay) = 510 =1 0 lew) = sle@) (66)
2 2 2
0O 0 O
1 0
Daliay) = =0 1 0 | lnay) = —=li) (67)
0 0 -2
zZu
1
lu) = |py) =] 0| . (68)
0

Durch Anwendung der Leiteroperatoren ergeben sich die beiden anderen moglichen Zustidnde zu

1
s) — —amy=10,———= ] und
| > (1) (1) ( \/§>

1 1
dy — —amqy —aqey=|—=,—= | . 69
0~ -aw - aw=(~5.57%) (69)
Diese Darstellung heiit Quarkdarstellung und ist die 3 der Gruppe SU(3). In der Sprache der Dynkin-
Labels handelt es sich um die (1,0)-Darstellung. Im Quarkmodell bezeichnen die Eigenwerte von %/\3 und
V/3\g die 3-Komponente des Isospins und die Hyperladung. Die Namen der Vektoren sind nicht zufillig
gewihlt, diese Zustidnde entsprechen dem up-, strange- und dem down-quark. Die folgende Zeichnung

zeigt das Gewichtsdiagramm der Quarkdarstellung:

Welche Darstellung wird nun durch das hochste Gewicht ji(z) definiert? Wiederum findet man drei Vek-

toren, die die folgenden Gewichte haben:

@) = lu)— (;—2\1@)
b —a@) = 15— (Q\%)
@) —a@ —aw) = |d)— (—;, —2\1/3) : (70)

Dies ist die sogenannte Antiquark-Darstellung, 3 oder, nach dem héchsten Gewicht, (0,1), deren Ge-
wichtsdiagramm wie folgt aussieht (dies ist das konjugierte Diagramm zur Darstellung der 3):
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2.3.2 Hohere Darstellungen
Hohere Darstellungen werden konstruiert, indem man von Gewichten ausgeht, die durch

1= Apy + Aape) (71)
gegeben sind. Fiir die Gewichtszusténde, die man aus diesem héchsten Gewicht erhalten kann, gilt:

e Die Leiteroperatoren E~%® und E~*® koénnen hochstens Ay bzw. A mal angewendet werden.
Daraus ergibt sich ein Teil der Berandung des Gewichtsdiagramms; der Rest kann aus der Weyl-

Symmetrie erzeugt werden.

o Alle Zusténde, die konstruiert werden konnen, haben die allgemeine Form E~%W ... E~%m)

1)
Alle Operatoren E“® | die man sich in der Reihe vorstellen koénnte, wiirden nach rechts getauscht
und wiirden auf |p) angewendet null ergeben. Damit konnen in den Gewichtsdiagrammen keine

Zick-Zack-Rénder auftreten, sie sind sédmtliche konvex.

e Ein Zustand ist entartet, wenn er durch zwei linear unabhéngige Kombinationen von Leiteropera-
toren aus dem hochsten Gewicht erzeugt werden kann. Ergibt sich zum Beispiel das gleiche Gewicht
durch Anwendung von E~*0W E~%® und E~*® E~*W so ist dieser Zustand zweifach entartet.

Es gibt eine ,Daumenregel“ fiir den Grad der Entartung eines Gewichtes: Die Entartung nimmt mit
jeder Schicht nach innen jeweils um eine Einheit zu, solange die Kontur hexagonal ist. Wird die Kontur

allerdings trigonal, so @ndert sich die Entartung nicht mehr.

2.3.3 Tensorprodukte (direkte Produkte)

Um die Zustédnde von Mehrteilchensystemen zu klassifizieren, versucht man diese durch direkte Produkte
der fundamentalen identischen Bausteine zu erzeugen. Im Rahmen der Gruppe SU(2) kann man eine
Darstellung j; X jo in irreduzible Darstellungen js mit [j; — jo| < j3 < ji + j2 ausreduzieren. Die
Eigenwerte der kombinierten Darstellung ergeben sich dann aus der Summe der Eigenwerte der einzelnen
Darstellungen. (" Auswahlregeln)

Exakt diese Regel bleibt (natiirlich) auch bei hoheren Gruppen erhalten:

Satz: Die moglichen Gewichtszustédnde einer Produktdarstellung ergeben sich aus der Addition der Ge-
wichte der Einzeldarstellungen. Tritt ein Gewicht der Produktdarstellung als Summe der Gewichte der
einzelnen Darstellungen mehrfach auf, so entspricht sein Entartungsgrad der Summe der Entartungsgrade
aller Einzeldarstellungen, die auf dieselbe Summe fithren. Damit erhélt man ein Gewichts- und Entar-

tungsdiagramm der Produktdarstellung.

Betrachte nun das Produkt zweier fundamentaler Darstellungen der Gruppe SU(3), 3 ® 3. Die sich
ergebenden Gewichte sind

(%) 05) %) Gms) Goma) %) @
) \/3 b ) \/3 ) ) \/3 b 2 ) 2\/3 b 2 ) 2\/3 ) ) \/g )

wobei ein * eine zweifache Entartung markiert. Das hochste Gewicht ist (1, % , das hochste Gewicht
der Darstellung (2,0), der 6 von SU(3). Da die Gewichte der 6 alle einfach entartet sind, bleiben nach
Wegnahme all dieser die Gewichte mit x zuriick. Dies sind aber gerade die Gewichte der 3 von SU(3), so

dafl man erhalt:
3®3=6®3. (73)

Dies 148t sich auch gut am folgenden Gewichtsdiagramm sehen
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wobei die zweifach entarteten Gewichte mit einem doppelten Kreis gekennzeichnet sind.

Das direkte Produkt der fundamentalen und antifundamentalen Darstellungen ergibt die adjungierte
Darstellung in der direkten Summe mit der trivialen Darstellung:

33=801. (74)

Dieser Mechanismus wird deutlich komplexer, wenn man direkte Produkte hoherer Gruppen betrachtet.

Zum Beispiel ergibt das direkte Produkt zweier adjungierter Darstellungen der SU(3):

88=27041001008D8® 1. (75)

2.3.4 Young-Tableaux

Young-Tableaux sind ein sehr eleganter Weg die Symmetrieeigenschaften einer Darstellung graphisch zu
veranschaulichen. Die folgenden Ausfithrungen gelten fiir die Gruppen SU(N), weil sich deren irreduzible
Darstellungen immer als Tensoren mit unteren Indizes mit verschiedenen (Anti)symmetrien beschreiben
lassen. (Ein oberer Index kann mit Hilfe des N-dimensionalen Levi-Civita-Symbols durch N — 1 untere
Indizes beschrieben werden.) Mit geringfiigigen Modifikationen sind Young-Tableaux aber auch im Rah-
men anderer Arten von Lie-Gruppen anwendbar (Sp(2N), SO(N)).

Folgende Eigenschaften der Objekte, auf die eine Darstellung wirkt, kénnen mit Hilfe der Young-Tableaux
einfach dargestellt oder herausgefunden werden:

e die (Anti-)symmetrie der Indizes

e die Anzahl der linear unabhéngigen Objekte, auf die eine Darstellung wirkt (also die Dimension des

Darstellungsraumes)

e die Reduktion des direkten Produktes zweier Darstellungen

Ein Young-Tableaux ist ein Bild, das eine irreduzible Darstellung durch Késtchen, die in Zeilen und
Spalten angeordnet sind, darstellt. Dabei beginnt jede Spalte am oberen Ende des Tableaus und die
Spaltenlidnge darf von links nach rechts nicht zunehmen. Zum Beispiel:

(76)

Jedes Kistchen steht fiir einen Index. Um nun ein Element des Vektorraumes zu erhalten, auf den die
Darstellung wirkt, nimmt man als Ausgangspunkt einen Tensor mit der richtigen Anzahl von Indizes,
symmetrisiert die Indizes, die sich in der gleichen Zeile befinden und antisymmetrisiert dann die Indizes
einer Spalte. Die lingste Spalte einer SU (N )-Darstellung darf wegen der Antisymmetrisierbarkeit nicht
lénger als N — 1 sein.

Die Dimension der Darstellung fiir ein gegebenes Tableau 148t sich mit folgender ,, Gebrauchsanweisung “

bestimmen:
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e In das Kastchen in der linken oberen Ecke wird ein IV geschrieben. Die restlichen Kéastchen werden
mit Zahlen gefiillt, die fiir jeden Schritt nach unten um eins abnehmen, aber fiir jeden Schritt nach
rechts um eins zunechmen (hier fiir eine Darstellung von SU(5)):

5[6]7]8]9]

4]5]6]7

314 (77)
14]

e In Gedanken wird in jedes Kistchen ein Haken (I ) gezeichnet, der seine Ecke im Kistchen hat

und dessen Schenkel nach rechts und nach unten zeigen.

e Die Dimension ist dann durch folgende Formel gegeben:

Dimension = Zahl im Késtchen 78)
B Anzahl der Késtchen, die vom Haken geschnitten werden

alle Késtchen
Das direkte Produkt zweier Young-Tableaux A ® B wird mit folgenden Regeln erhalten:

e Das Tableaux B wird folgendermaflen mit Buchstaben gefiillt: in jedes Késtchen der ersten Zeile

wird ein a geschrieben, in jedes Késtchen der zweiten Reihe ein b und so weiter.

e Nun werden zuerst die Késtchen a von rechts und unten an das Tableau A angefiigt, an die entste-
henden Diagramme dann die Kéastchen b von rechts und von unten und so weiter. Zwei Tableaux, die
die gleiche Form, aber unterschiedliche Buchstaben in korrespondierenden Késtchen haben, werden
als unterschiedlich angesehen.

e Es darf jeder Buchstabe nur einmal pro Spalte vorkommen.

e Wenn man von rechts nach links und dann von oben nach unten liest (so wie im Hebriischen oder
Arabischen), mufl die Anzahl der a’s immer > der Anzahl der b’s sein, die Anzahl der b’s > der der
¢’s und so weiter.

Zum Beispiel gilt:

al

alal_| Jala] a
[]® B 5] ®11® %
Als Beispiel soll hier das direkte Produkt der adjungierten Darstellung der SU(3) mit sich selbst be-
trachtet werden:

(79)

| [al@ _ [TTalald]l o [TTalal o (2
b b —
— — Lb]
]
+ ab] 4 a9 o a
a alb b
[alt] ] [a]
+ @ b @
a a i
— Lb]
+ [Ta] © (80)
a
alb z

Zuerst miissen diejenigen Tableaux entfernt werden, die einer der beiden letzten Bedingungen nicht
geniigen. Das sind jeweils die ersten Diagramm in der ersten, zweiten und dritten Zeile. Aulerdem miissen
die Tableaux, die sich im Rahmen der SU(3) aufgrund zu vieler antisymmetrischer Indizes nicht reali-
siern lassen, weggelassen werden. (dritte und vierte Zeile letztes Diagramm). Ermittelt man nun die
Dimensionen der Darstellungen ergibt sich die schon bekannte Relation:

8R8=27T010010H8D8d 1. (81)
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Spalten der Liange N konnen in Young-Tableaux weggelassen werden, weil €15y = 1. So gilt beispiels-

weise E}:‘ = Hj Dies ist eine generelle Regel: zwei Diagramme, die aneinandergefiigt ein Rechteck der
Abmessung N Zeilen x M Spalten, M € N/{0} ergeben, sind zueinander dual und haben die gleiche Di-
mension. Dies beruht auf der Tatsache, dafl man einen Index mit Hilfe des Levi-Civita-Tensors durch
N — 1 antisymmetrische Indizes ausdriicken kann. Zum Beispiel gilt fiir N = 3:

24

=1 1] []=

(82)
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